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1. Seien W ein Vektorraum und U , V Unterräume von W .

(i) Gib einen Isomorphismus

(U + V )/U
∼−→ V/(U ∩ V )

an.

(ii) Es gelte zusätzlich U ⊂ V . Zeige, dass man eine kanonische injektive lineare
Abbildung

V/U −→ W/U, v + U 7→ v + U

hat, dass also V/U ⊂ W/U . Zeige ausserdem: Es gibt einen kanonischen
Isomorphismus

W/V
∼−→ (W/U)/(V/U).

2. Seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und
f : V → V eine lineare Abbildung.

(i) Zeige: λ ∈ K ist genau dann ein Eigenwert von f , wenn λ ein Eigenwert der
dualen Abbildung f ∗ ist.

(ii) Sei p ∈ K[x] ein Polynom. Zeige: Ist λ ∈ K ein Eigenwert von f , so ist p(λ)
ein Eigenwert von p(f).

(iii) Zeige: Wenn f 2 = f , dann ist V = ker(f)⊕ Im(f).

(iv) Zeige: Wenn f 2 = id, dann existieren Unterräume V+ und V− von V , so dass
V = V+ ⊕ V− und f(v) = v für alle v ∈ V+ und f(v) = −v für alle v ∈ V−.

Bitte wenden!



3. Sei n ∈ N. Ein Multiindex α ist ein Element von Nn
0 , d. h. α = (α1, α2, . . . , αn)

mit αi ∈ N0. Wir setzen

|α| = α1 + α2 + . . . + αn

xα = xα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n für x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn

Sei ausserdem k ∈ N. Dann heisst

Pn,k =
{ ∑
|α|=k

cαxα =
∑

α1+···+αn=k

cα1...αnxα1
1 . . . xαn

n

∣∣∣ cα ∈ C
}

der Vektorraum der (komplexen) homogenen Polynome in n Veränderli-
chen vom Grad k.

Zeige:

(i) Die Monome xα, wobei α über alle Multiindizes mit |α| = k läuft, bilden
eine Basis von Pn,k.

(ii) dim Pn,k =
(

n+k−1
k

)
.
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